ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
1. Основные понятия дифференциальных уравнений

Определение. Уравнение, связывающее независимую переменную, неизвестную функцию и её производные или дифференциалы различных порядков называется обыкновенным дифференциальным уравнением.
Определение. Порядком дифференциального уравнения называется порядок стар​шей производной, входящей в данное уравнение. Например, уравнение 
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 - второго порядка; 
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 - третьего порядка и т.д.

Определение. Решением дифференциального уравнения называется функция у=у(х), удовлетворяющая этому уравнению. График решения на плоскости хОу называется интегральной кривой уравнения.
Процесс нахождения решения называется интегрированием диффе​ренциального уравнения.

Если решение уравнения получено в неявном виде  
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, то оно обычно называется интегралом уравнения.

Задача Коши для уравнения: 
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ставится следующим образом: среди всех решений уравнения (I) требуется найти решение у=у(х), для которого функция у(х) вместе со своими производными до (n-I)-ro порядка включительно принимает заданные значения 
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, при заданном значении  
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где    
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 - заданные   числа.
Условия (2) называются начальными условиями решения у=у(х), а само это решение - частным решением уравнения (I), удовлетворяющим начальным условиям (2).
Общее решение уравнения (I) - это решение вида  
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, зависящее от произвольных  постоянных C1,C2, …, Сn , которые можно подобрать таким образом, чтобы удовлетворить любой системе на​чальных условий.
Частное решение уравнения (I) может быть получено из общего ре​шения при некоторых числовых значениях произвольных постоянных 
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2. Геометрический смысл

общего и частного решения дифференциального уравнения

Геометрически общее решение представляет множество интегральных кривых на плоскости ХОY, а частное решение - какую-либо конкретную кривую, выделенную из этого множества при заданных начальных условиях.

Пример.  Для дифференциального уравнения ху'-у = 0 , у = сх общее решение - это семейство прямых проходящих через начало координат (рис.1)

Если взять х=2,у=4 , т.е точку (2,4) то можно найти уравнение конкретной прямой из множества, проходящей через заданную точку. 

Рассмотрим систему: 
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4=2с, с=2

Подставив с=2 в выражение у=сх, получим у=2х частное решение уравнения - уравнение прямой, проходящей через точку (2,4)
Пример.  уу'+х=0,  
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[image: image15]
Общее решение это множество окружностей, c центром в начале координат и имеющих радиус, равный с (рис.2)

Если взять х=3 , у=4 до получим 9+16=с2, с2=25 ,с=5 и уравнение окружности проходящей через точку (3,4) запишется х2+у2=25 - это частное решение заданного д.у.

Замечание.    Встречаются дифференциальные уравнения, име​ющие решения, которые не получаются из общего решения  ни при каких значениях произвольных постоянных. Такие решения называют особыми. Например, проверкой   можно убедиться, что уравнение  
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 имеет общее решение 
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, в то же время   у = 1  тоже является решением   этого уравнения, но это решение не может быть по​лучено из общего решения ни при каких С.         У = 1   - особое реше​ние.    Графиком особого решения является интегральная кривая, кото​рая в каждой своей точке имеет общую   касательную с одной из инте​гральных кривых общего решения. Такая кривая называется огибающей семейства интегральных кривых.

3.  Дифференциальные уравнения I порядка
Определение. Дифференциальным   уравне-нием первого порядка называется уравне​ние вида 
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где у - неизвестная функция;   х - независимая переменная.

Общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения I по​рядка имеет вид 
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 или Ф (х, у, с) = 0 - соответственно. Для получения частного решения (частного интеграла), удовлетворяющего заданному начальному условию 
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, надо найти соответствующее значение С = С0 , подставляя в общее решение (общий интеграл) зна​чения х0 и у0 . Будем иметь
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3.1. Уравнения с разделёнными  переменными

Определение. Простейшими уравнениями 1-го порядка называется уравнения вида 
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, т.е. уравнения с разделёнными  переменными. Например:  

а) 
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б) 
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Общее решение таких уравнений находится непосредственным интегрированием данного уравнения: а) х3dх + eydy=0   
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 Т.к. получили уравнение в неявном виде, то это  - общий интеграл д.у.   

б) 
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или 
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Путем алгебраических преобразований приводим функцию к явному виду и получаем общее решение д.у.

3.2 Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными

Определение. Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными имеет вид:

[image: image40.wmf]0

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1

=

+

dy

y

N

x

M

dx

y

N

x

M

          (1)

Поделив обе части уравнения (I) на  
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 получим уравнение:
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в котором переменные разделены. Общий интеграл уравнения находится почленным интегрированием:
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Пример. Проинтегрировать уравнение 
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Решение. Данное уравнение является уравнением   с разделяющимися переменными. Поделив обе части уравнения на (1 + х2)(у + 3), по​лучим уравнение с разделенными переменными   
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Интегрируя, имеем:
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 Для придания более простого вида полученному результату заменим произвольную постоянную С на 
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ln

. (Это возможно в силу произвольно​сти С). Тогда имеем
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Потенцируя, получим   
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Это и есть общее решение данного уравнения.

Пример. Найти частное решение уравнения 
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, удовлетворяющее   условию 
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Решение.   Данное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными. Учитывая, что 
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, умножим обе части уравнения на dx и разделим на множитель (у+1). Получим уравнение с разделенными переменными:
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Интегрируя обе части уравнения и беря произвольную постоянную в вида 
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Потенцируя, находим общее решение:  
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 - общее решение д.у.    
Найдем значение С, соответствующее начальным  условиями:
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откуда С = 3. 
Подставим С = 3 в формулу общего решения. Получим, 
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 есть частное решение, удовлетворяющие заданным начальным   условиям.

3.3.  Однородные   уравнения I порядка

Определение. Уравнение вида 
[image: image63.wmf]0
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 называется однородным, если Р(х,у) и Q(х,у)- однородные функ​ции одного измерения. Функция F(х,у) называется однородной измере​ния m , если    
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Оно приводится к виду 
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- однородная функция нулевой степени однородности. Однородное уравнение с помощью подстановки [image: image67.wmf]u
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 или у=uх, (у'=u'v+uv'),  приводится к уравнению с разделяющимися переменными по отношению к новой неизвестной функции u.

При этом 
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Интегрируя получившееся уравнение с разделяющимися переменными, и, заменяя затем  [image: image70.wmf]÷
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, находим искомое общее решение (общий интеграл) данного однородного уравнения.

Пример. Найти общий интеграл уравнения [image: image71.wmf]0
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Решение. Здесь 
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Данное уравнение примет вид: 
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Разделяя переменные и интегрируя, имеем: 
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Возвращаясь к прежней неизвестной функции y заменой "u" на 
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Пример. Проинтегрировать уравнение 
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Решение. Вначале устанавливаем, что данное уравнение - однородное:  
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затем заменяем функцию у. Полагая   у = их, получим уравнение   с разделяющимися переменными  
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Умножая обе части уравнения на 
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Потенцируя и исключая вспомогательную переменную "u", найдем искомый общий интеграл   
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3.4. Линейные   уравнения I порядка

Определение. Дифференциальное уравнение называется линейным, если оно линей​но (т.е. первой степени) относительно искомой функции у и её про​изводной y' . 

Общий вид линейного уравнения
                            у'+Р(х)у=Q(х)              (1).
Линейное уравнение сводится к двум уравнениям с разделяющимися переменными, если искомую функцию у  заменить произведением   двух вспомогательных функций u и v , т.е. положить   
[image: image95.wmf]uv

y

=

. Тогда 
[image: image96.wmf]dx

dv

u

dx

du

v

dx

dy

+

=

 и данное уравнение (1) примет вид 
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Пользуясь тем, что одну из вспомогательных функций, например v можно выбрать произвольно, подберем ее так, чтобы выражение в квад​ратных скобках обратилось в нуль, т.е. в качестве v  возьмем одно из частных решений 
[image: image98.wmf])
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 уравнения с разделяющимися переменными:
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Подставлял выражение 
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 в уравнение (2), получаем урав​нение относительно функции u:
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которое также является уравнением с разделяющимися переменными. Найдя общее решение уравнения (3) в виде 
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 получив общее решение линейного уравнения (1):
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Пример.     Найти общее решение уравнения  
[image: image104.wmf]x
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Решение.  Данное уравнение является линейным, так как оно со​держит искомую функцию у и её производную у'  в первой степени и не содержит их произведений.
Применяем   подстановку  
[image: image105.wmf]uv
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, где u и v - некоторые неизвестные   функции аргумента  х. Если 
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и данное уравнение примет вид 
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    (1)
Taк как искомая функция представлена в виде произведения двух других неизвестных функций, то одну из них можно выбрать произ​вольно. Выберем   функцию v так, чтобы выражение, стоящее в круглых скобках левой части равенства (1), обращалось в нуль, т.е. выберем функцию v так, чтобы имело место равенство:  
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При таком выборе функции уравнение (1) примет вид: 
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Уравнение (2) есть уравнение с разделяющимися переменными отно​сительно u  и x.  

Решим это уравнение:

[image: image112.wmf]0

=

-

vtgx

dx

dv

, 
[image: image113.wmf]vtgx

dx

dv

=

, 
[image: image114.wmf]tgxdx

v

dv

=

, 
[image: image115.wmf]ò

ò

=

tgxdx

v

dv

, 
[image: image116.wmf]x

v

cos

ln

ln

-

=

, 
[image: image117.wmf]x

v

cos

1

=

.
 (Чтобы равенство (2) имело место, достаточно найти одно какое-либо частное решение, удовлетворяющее этому уравнению. Поэтому для просто​ты при интегрировании этого уравнения находим то частное решение, которое соответствует значению произвольной постоянной С = 0). Подста​вив в (3) найденное выражение для v, получим: 
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Тогда 
[image: image123.wmf]x

C

x

y

cos

1

)

(

2

×

+

=

  - общее решение данного уравнения.
3.5. Уравнение   Бернулли
Определение. Уравнение вида у'+Р(х)у=Q(х)уn , где Р и Q функции, зависящие только от х и n-рациональное число , называется уравнением Бернулли. 

При n=0 имеем линейное уравнение. Уравнение  Бернулли решается также подстановкой у=uv. 
Пример.    Найти общий   интеграл уравнения: 
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Разделив обе части уравнения на х2у2, убеждаемся, что данное уравне​ние является уравнением Бернулли: 
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Заменяя функцию у по формуле у=uv, имеем 
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Отсюда получаем два уравнения с разделяющимися переменными: 

1) 
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 и               2) 
[image: image130.wmf]2
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Решая первое уравнение, находим v как простейший   частный   ин​теграл этого уравнения: 
[image: image131.wmf]x
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. Подставляя v  во второе уравнение и решая его, находим u как общий интеграл этого уравнения: 
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. Следовательно, искомый общий интеграл данного уравнения 
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5. Дифференциальные уравнения, содержащие дифференциалы произведения и частного

Используем формулы:
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Такие уравнения иногда легко решаются, если соответственно положить  
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Пример.            
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Запишем 
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 - общее решение исходного уравнения.

Замечание: уравнение 
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 можно привести к виду 
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Пример.   
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Умножим обе части уравнения на 2: 
[image: image160.wmf]x
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Используя формулу (1) запишем: 
[image: image161.wmf])
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, тогда уравнение примет вид:  
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Проинтегрируем 
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Подставив в общее решение начальные условия х=1 , у=2 получим 4+((2ln1)/0)=с, с=4   следовательно частный интеграл уравнения запишется   
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6. Уравнения высших порядков, допускающие понижение   порядка

6.1. Уравнение вида 
[image: image167.wmf])
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 Уравнение вида 
[image: image168.wmf])

(

x

f

y

n

=

решается последовательным - кратным интегрированием правой части. При каждом интегрировании имеем одно произвольное постоянное, а в окончательном результате "n" произвольных   постоянных.

Пример.  Найти общее решение уравнения 
[image: image169.wmf]3
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 и выделить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям у(1)=2, y'(1)=1/2, y"(1)=3/2.

Решение.    

I) Последовательно интегрируя данное уравнение, имеем:  
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 - общее решение

II) Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. С этой целью найдем значения   C1, C2 и С3 , подставляя 
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откуда  C1 =2, С2 =-2, С3 = 3.
Искомое частное решение получаем, подставляя найденные значения произвольных постоянных в формулу общего решения:
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6.2. Уравнения вида  [image: image178.wmf]0
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не содержащие неизвестную функцию  в явном виде

Порядок такого уравнения можно понизить, полагая [image: image179.wmf])
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. В результате получим   уравнение первого порядка  [image: image181.wmf]0
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 относительно неизвестной   функции P(x) . Решая его, найдем p(x). Дальнейшее решение сводится к интегрированию уравнения типа рассмотренного выше
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Пример.  Проинтегрировать уравнение 
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I) Имеем уравнение вида 
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II) Вернемся к старой переменной  
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[image: image196.wmf]3
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 - общее решение уравнения.

6.3. Уравнение вида   
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не содержащее аргумент   х   в явном   виде

Уравнения этого вида до​пускают понижение порядка, если положить [image: image199.wmf]P
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В результате получим уравнение первого порядка относительно неизвест​ной функции Р  и аргумента 
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[image: image204.wmf]0
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Дальнейшее решение сводится к интегрированию уравнения типа 
[image: image205.wmf]P
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Пример.   Найти частное решение уравнения 
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Полагая 
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Приравнивая первый множитель нулю, получим простейшее уравнение р=0.

Его решение   у = С. [image: image210.wmf]0

=

dx

dy

.

Приравниваем к нулю второй множитель: [image: image211.wmf]0
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 (уравнение с разделяющимися переменными). Разделим переменные 
[image: image213.wmf]y

dy

p

dp

=

.

Интегрируем: 
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Вернемся к старой переменной, т.е. вместо Р подставим [image: image217.wmf]dx
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Интегрируем   
[image: image221.wmf]2
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Отсюда    [image: image222.wmf]2
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(общее решение исходного уравнения).
Найдем частное решение, используя начальные условия: у(0)=1, y'(0)=2.

Подставим х=0, у=1, y'=2 уравнения (1) и (2), получим систему двух уравнений с двумя неизвестными С1 и С2:
Очевидно, что С1=2, а С2=0.

При найденных значениях С1 и  С2  получим искомое частное решение из общего: [image: image223.wmf]x
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 7. Однородные линейные уравнения 2 порядка 

с постоянными   коэффициентами

 Определение.  Уравнение вида [image: image224.wmf]0
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 называется линейным однородным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами а0, а1 и а2. 

Чтобы найти общее решение этого уравнения, достаточно составить характеристическое уравнение: [image: image225.wmf]0
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.  
В зависимости от значений корней характеристического уравнения,
возможны различные случаи нахождения общего решения дифференциального уравнения.

	№  п/п
	Корни характеристического уравнения
	Общее решение уравнения

	1
	Корни действительные и различные (k1≠k2)
	[image: image226.wmf]x
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	2
	Корни действительные и равные (k1=k2=k)
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	Корни мнимые (
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Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения [image: image230.wmf]0
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Решение.
Составим характеристическое уравнение, соответствующее задан​ному линейному однородному уравнению [image: image231.wmf]0
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[image: image232.wmf]i
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Смотрим по таблице 1, строка 3:  
[image: image233.wmf]1
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. Общее решение будет следующим: 
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Пример. Найти частное решение уравнения 
[image: image235.wmf]0
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, удовлетворяющее начальным условиям: у(0)=3, y'(0)=0.

Решение. Вначале   найдем   общее решение. Характеристическое уравнение:
[image: image236.wmf]0
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 имеет два различных действительных   корня k1= -2, k2 = 1.

Следовательно, [image: image237.wmf]x
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- общее решение.
Дифференцируем   обе   части последнего равенства: 
[image: image238.wmf]x
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Подставив начальные условия, получим систему двух уравнений относительно произвольных постоянных   C1   и С2:
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 Решение системы дает: С1 = 1 и С2 = 2. 

Следовательно, [image: image240.wmf]x
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 - есть искомое   частное решение.
8. Неоднородные линейные уравнения 2 порядка с постоянными коэффициентами

Определение. Уравнение [image: image241.wmf])
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 (1) называется неоднород​ным линейным уравнением второго порядка с постоянными коэффициента​ми а0, а1 и а2. Структура общего решения такого уравнения определяется следующей теоремой:
Общее решение. У неоднородного уравнения предоставляется как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения [image: image242.wmf]y

 и общего решения у соответствующего однородного уравнения  
[image: image243.wmf]0
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Таким образом, общее решение исходного уравнения (1) запишется в виде:

1.  Нахождение у описано   в § 3. 

2. Нахождения частного решения 
[image: image244.wmf]y

.

Рассмотрим 2 метода нахождения частного решения [image: image245.wmf]y

: метод неопределенных коэффициентов и метод вари​ации произвольных постоянных.
8.1. Метод неопределенных коэффициентов
 Если правая часть уравнения (1) имеет вид:
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sin

)

(

cos

)

(

[

x

x

N

x

x

M

e

x

y

s

s

x

m

b

b

a

+

=

     (3)

где [image: image248.wmf])
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- многочлены соответственно n-ой, r-ой и s- ой степеней, причем s  - наибольшая из степеней n и r. Число m – кратность [image: image249.wmf]i
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 как корня характеристического уравнения (2).
Для того чтобы найти коэффициенты многочленов 
[image: image250.wmf])
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 и [image: image251.wmf])

(

x

N

s

 искомое частное решение (3) подставляют левую часть дифференциального уравнения (1) и производят соответствующие упрощения; затем в полученном тождестве приравнивают коэффициенты при подобных членах в левой и правой частях, что дает систему линейных уравнений отно​сительно искомых коэффициентов, в которой определяют эти коэффи​циенты.


Укажем   вид  
[image: image252.wmf]y

 для некоторых частных случаев:

1) если 
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   - как корня характеристического уравнения. 
2) если 
[image: image256.wmf]x
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, где m  - кратность  
[image: image258.wmf]i
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3) если 
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, где m  - кратность  [image: image261.wmf]i
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   - как корня характеристического уравнения.
Отметим также, что если [image: image262.wmf])
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 - частные решения уравнений вида (1) 
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Пример.     Найти общее решение уравнения [image: image267.wmf]x
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Решение.

1) Сначала находим у. Характеристическое уравнение 
[image: image268.wmf]0
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 имеет корни 
[image: image269.wmf]3
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2. Найдем теперь [image: image271.wmf]y

. В данном случае правая часть имеет вид (3) при 
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 служит однократным   корнем характеристического уравнения, то m=1 и частное решение надо искать в виде [image: image274.wmf])
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Подставляя 
[image: image277.wmf]"
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 в данное уравнение и приводя подобные члены, получай 
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, откуда 6В=9, -6А=16, т.е. В=3/2, А=-8/3. Следовательно, 
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. Итак, общее решение данного уравнения имеет вид  [image: image281.wmf]x
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Пример.  Найти частное решение уравнения [image: image282.wmf])
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, удовлетворяющее условиям у(6)=5, y'(0)=1.

 Решение. 

1. Найдем общее решение у соответствующего однородного уравнения 
[image: image283.wmf]0
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. Решая отвечающее ему характеристическое уравнение 
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2. Перейдем к отысканию частного решения [image: image287.wmf]y

 данного уравнения. Здесь правая часть [image: image288.wmf])
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 не является корнем характеристического уравнения, то m=0. Следо​вательно, частное решение [image: image292.wmf]y

 нужно искать в виде, где А, В и С   - некоторые   коэффициенты, подлежащие определению. Для их отыскания воспользуемся тем, что [image: image293.wmf]y

 должно быть решением дан​ного уравнения.   Найдем   
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теперь подставим выражения для 
[image: image298.wmf]'
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 и 
[image: image299.wmf]"
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 в данное   уравнение:
[image: image300.wmf])
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Сокращая обе части полученного равенства на ex и группируя члены при одинаковых степенях х, в результате получим
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Это равенство выполняется тождественно только тогда, когда коэффициенты при одинаковых степенях  х, в обеих его частях равны меж​ду собой. Итак, для отыскания коэффициентов А, В и С имеем следующую систему уравнений:
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 Таким образом, 
[image: image304.wmf])
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Теперь можно записать общее решение данного уравнения:
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Дифференцируем обе части последнего равенства:
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Подставив начальные условия, получаем систему двух уравнений относительно С1 и С2.
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Следовательно, 
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- искомое частное решение.
8.2. Метод вариации произвольных постоянных

Более общим методом решения линейного неоднородного уравнения (1) является метод вариации произвольных постоянных.
Пусть у1 и у2 - линейно независимые частные решения однородного
уравнения (2). Тогда общее решение неоднородного уравнения (1) следует искать в виде                         
[image: image310.wmf]2

2

1

1

)

(

)

(

у

х

А

у

х

А

у

+

=

            (4)
где функция А1(x) и А2(x) определяются из системы уравнений
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Решая систему алгебраических уравнений (5), находим 
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 где 
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- определитель Вронского, составленный для решений у1 и у2.

Интегрируя равенства (6) получаем
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откуда, подставляя найденные функции 
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 в соотношение (4) получим   общее решение двойного неоднородного уравнения (1). 

Пример.    Найти   общее решение уравнения 
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Решение.   В данном случае частное решение уравнения методом неопределенных коэффициентов найти нельзя, так как в отличие от предыдущего, правая часть уравнения представляет собой функцию другой структуры. Поэтому для нахождения общего решения уравнения восполь​зуемся   методом вариации произвольных постоянных.
Соответствующее однородное уравнение 
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Следовательно, 
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определяются из системы уравнений вида (5):


[image: image328.wmf]î

í

ì

=

¢

+

¢

-

=

¢

+

¢

.

2

2

cos

)

(

2

2

sin

)

(

2

,

0

2

sin

)

(

2

cos

)

(

2

1

2

1

x

tg

x

x

A

x

x

A

x

x

A

x

x

А


Решая эту систему по формулам (8),    находим
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Интегрируя полученные равенства, имеем
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 EMBED Equation.3  [image: image332.wmf]=
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Подставляя, 
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 в соотношение (*), находим общее решение дан​ного уравнения:
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9.   Система   дифференциальных уравнений

Определение. Системой дифференциальных уравнений называется совокупность уравнений, в каждое из которых входят независимая переменная, иско​мые функции и их производные.

Нормальной системой дифференциальных, уравнений называют систему вида:   
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 , где 
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Если правые части нормальной системы дифференциальных уравне​ний являются линейными функциями относительно 
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,то система дифференциальных уравнений называется линейной.

Рассмотрим на примерах решение нормальных систем методом исклю​чения.

 Пример.  Найти общее решение   системы: 
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Решение.  Дифференцируем первое уравнение по x: 
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Из второго уравнения: значение 
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 подставляем   в уравнение (*) 
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. Решаем получившееся линейное однородное уравнение 2 порядка с постоянными коэффициентами:
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Используя первое уравнение системы, находим 
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Ответ: 
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Пример. Найти общее решение   системы: 
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Решение.    Дифференцируем по х уравнение (1): 
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Подставим в уравнение (*) выражение 
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Выразим из уравнения (1) у2: 
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и подставим в  (**). Получаем уравнение 
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Решая его, находим: 
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Далее, подставляя , в уравнение (***), находим 
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Ответ: 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Существуют и другие способы решения нормальных систем дифференциальных уравнений.

10. Использование дифференциальных уравнений в экономической динамике

Обозначим через 
[image: image359.wmf])
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 количество продукции, реализованной на момент времени t, тогда на этот момент времени получен доход равный. Будем полагать, что некоторая продукция продается по фиксированной цене Р.

10.1. Модель естественного роста выпуска
Пусть часть указанного дохода расходуется на инвестиции в производство реализуемой продукции, т.е.
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где т норма инвестиции, постоянное число, причем 
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 . Если исходить из предположения о ненасыщаемости рынка (или о полной реализации про​изводимой продукции), то в результате расширения производства будет получен прирост дохода, часть которого опять будет использована для расши​рения, выпуска продукции. Это приведет к росту скорости выпуска (акселе​рации), причем скорость выпуска пропорциональна увеличению инвестиций, т.е.
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Подставив в (2) формулу (1), получим 
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Дифференциальное уравнение (3) представляет собой уравнение первого по​рядка с разделяющимися переменными. Решение данного д.у.: 
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Общее решение этого уравнения имеет вид 
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, где С - произвольная постоянная. Пусть в начальный момент времени 
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 зафиксирован (задан) объем выпуска продукции 
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Отсюда получаем частное решение уравнения (3) - решение задачи Коши для этого уравнения:
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Заметим, что математические модели обладают свойством общности. Уравнение (3) описывает также динамику роста цен при постоянной инфляции. 
10.2. Рост выпуска в условиях конкуренции
В этой модели мы не будем предполагать, что рынок не насыщается. Пусть 
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 убывающая функция, т.е. с увеличением объема продукции на рын​ке цена на нее падает: 
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(5)

Поскольку все сомножители в правой части этого уравнения положительны, то 
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, т.е. функция Q(t) возрастающая. Характер возрастания функции определяется ее второй производной. Из уравнения (5) получаем
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            (6)
Это равенство можно преобразовать, введя эластичность спроса 
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(7)
Из уравнения (7) следует, что при эластичном спросе, т.е. когда |Е|>1, Q">0 и график функции Q(t) имеет направление выпуклости вниз, что означает прогрессирующий рост; при неэластичном спросе E<1, Q"<0 - направле​ние выпуклости функции Q(t) вверх, что означает замедленный рост (насы​щение). Для простоты рассуждений примем зависимость P(Q) (рис. 1)  в виде линейной функции 
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Тогда уравнение (5) имеет вид 
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Откуда
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Из соотношений (9) и (10) получаем: 
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. Приведенный на рис.2 график этой функции [одной из ин​тегральных кривых дифференциального уравнения (9)] носит название логи​стической кривой.

Аналогичные кривые характеризуют и другие процессы, например распространение информации (рекламы), размножение бактерий в ограниченной среде обитания, динамику эпидемий внутри ограниченной общности биологических организмов и др.
Пример.
Найти выражение для объема реализованной продукции Q=Q(t),если извест​но, что кривая спроса P(Q)=2-Q, норма акселерации 1/L=2, норма инвести​ций т =0,5, Q(b) =0,5. 

Решение. 

Уравнение (5) в этом случае принимает вид 
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Разложим левую часть д.у. на рациональные дроби:
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Учитывая, что Q(0) = 0,5. получаем, что С= -3. Выражая теперь Q, оконча​тельно имеем: 
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График данной функции схематично изображен на рис.3 (В данном случае эластичность спроса задается функцией E=(Q-2)/Q и условие 
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,  определяющее положение точки перегиба на кривой, дает 
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Задача 2.
Доход Y(t), полученный некоторой фирмой к моменту времени t некоторой отраслью, складывается из инвестиций I(t) и величины потребления C(t), т.е. 
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Будем предполагать, что скорость увеличения дохода пропорциональна величине инвестиций, т.е. 
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(2),

где b - коэффициент капиталоемкости прироста дохода.

Рассмотрим поведение функции дохода Y(t) в зависимости от функции C(t).

Пусть C(t) представляет фиксированную часть получаемого дохода: 
[image: image414.wmf])

(

)

1

(

)

(

t

Y

m

t

С

-

=

, где m - норма инвестиций. Тогда из (1) и (2) получаем
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В ряде случаев вид функции потребления C(t) бывает известен (из некоторых дополнительных соображений).

Пример 2.

Найти функцию дохода 
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, если известно, что величина потребления задается функцией 
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Решение.

Из соотношений (1) и (2) имеем уравнение
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, т.е. функция дохода удовлетворяет линейному неоднородному уравнению первого порядка. Будем искать решение в виде 
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Тогда имеем 
[image: image422.wmf]C

e

te

t

u

t

e

+

+

=

-

-

2

2

2

)

(

, 
[image: image423.wmf]t

e

t

v

2

)

(

=

. 
[image: image424.wmf]t

Ce

t

t

y

2

1

2

)

(

+

+

=

. Значение постоянной С находим из начальных условий: поскольку 
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10.3. Динамическая модель Кейнса
Рассмотрим простейшую балансовую модель, включающую в себя ос​новные компоненты динамики расходной и доходной частей экономики. Пусть Y(t), E(t), S(t), I(t) - соответственно национальный доход, государст​венные расходы, потребление и инвестиции. Все эти величины рассматри​ваются как функции времени t. Тогда справедливы следующие соотношения:
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где a (t) - коэффициент склонности к потреблению 
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; b(t) - автономное (конечное) потребление; k(t) - норма акселерации. Все функции, входящие в уравнения (1), положительны.
Поясним смысл уравнений (1). Сумма всех расходов должна быть рав​ной национальному доходу - этот баланс отражен в первом уравнении. Общее потребление состоит из внутреннего потребления некоторой части национального дохода в народном хозяйстве плюс конечное потребление - эти составляющие показаны во втором уравнении. Наконец, размер инвести​ций не может быть произвольным, он определяется произведением нормы акселерации, величина которой характеризуется уровнем» технологии и ин​фраструктуры данного государства, на предельный национальный доход. Будем полагать, что функции a(t), b(t), k(t) и E(t) заданы - они являются ха​рактеристиками функционирования и эволюции данного государства. Требу​ется найти динамику национального дохода или Y как функцию времени t. Подставим выражений для S(t) из второго уравнения и I(t) из третьего урав​нения в первое уравнение.
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 После приведения подобных получаем дифференциальное неоднородное линейное уравнение первого порядка для функции Y(t):
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(2)
Существует достаточно сложная формула общего решения этого уравнения. Мы проанализируем более простой случай, полагая основные параметры за​дачи а, b и k постоянными числами. Тогда уравнение (2) упрощается до случая линейного дифференциального уравнения первого порядка с посто​янными коэффициентами:
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(3)
Решим данное уравнение, введя подстановку: 
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Интегральные кривые уравнения (3) показаны на рис. 4. Если в начальный момент времени 
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 и кривые уходят вниз от равновесного решения (3), т.е. национальный доход со временем падает при заданных параметрах задачи а, b, k и Е, так как показатель экспоненты в (4) положителен. Если же 
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 и национальный доход растет - интегральные кривые уходят вверх от равновесной прямой Y=Yp. Для автономного дифференциального уравнения (3) стационарная точка (4) является точкой неустойчивого равновесия.

10.4. Неоклассическая модель роста
Пусть 
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 - национальный доход, где F — однородная производст​венная функция первого порядка 
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, К — объем капитало​вложений (производственных фондов), L — объем затрат труда. Введем в рассмотрение величину фондовооруженности k= K/L, тогда производитель​ность труда выражается формулой.
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Целью рассматриваемой задачи является описание динамики фондовооруженности или представление ее как функции от времени t. Поскольку любая модель базируется на определенных предпосылках, нам нужно сделать некоторые предположения и ввести ряд определяющих параметров. В данном случае будем полагать, что выполняются следующие предположения:
1) имеет место естественный прирост во времени трудовых ресурсов
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2) инвестиции расходуются на увеличение производственных фондов и на амортизацию, т.е.
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где 
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 — норма амортизации. Тогда, если l — норма инвестиций, 
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Из определения фондовооруженности k вытекает, что 
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Дифференцируя это равенство по t, имеем: 
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Подставив в полученное равенство выражения (7) и (9), получаем уравне​ние относительно неизвестной функции k:
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где 
[image: image467.wmf])
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 определена по формуле (6).
Полученное соотношение (10) представляет собой нелинейное дифференци​альное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными, которое является автономным. Выделим стационарное решение этого уравнения, из условия k' = 0 следует, что
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т.е. kst = const — постоянная величина, являющаяся корнем этого нели​нейного алгебраического уравнения.

Рассмотрим конкретную задачу: для производственной функции 
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   найти интегральные кривые уравнения (10) и стационарное решение.
Из (6) следует, что 
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Стационарное решение этого автономного уравнения следует из равенства 
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, откуда получаем ненулевое частное решение уравнения (10): 
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Дифференциальное уравнение (12) решаем методом разделения переменных: 
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Интегрируя это уравнение с заменой переменной 
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, получаем его общее решение в окончательном виде 
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Семейство интегральных кривых сходится сверху и снизу к стационар​ному решению (рис. 5): т.е. 
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